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Аннотация: В настоящей работе рассмотрена модель распределения ресурсов в 
эргодических и полуэргодических ресурсных сетях с вентильной достижимостью. 
Предложен подход для моделирования процесса перераспределения ресурса в сети с 
вентильной достижимостью при помощи вспомогательной сети. Разработаны методы 
нахождения порогового значения и предельного состояния для произвольной величины 
суммарного ресурса в сети с вентильной достижимостью. 
Ключевые слова: ресурсная сеть, распределение потока, ресурсный поток, нестандартная 
достижимость, предельное состояние, пороговое значение. 

 

1. Введение 

Ресурсные сети введены и исследованы в работах О.П. Кузнецова и 

Л.Ю. Жиляковой (см., например, [1 - 5]). Ресурсная сеть – это сеть, для 

каждой дуги которой указана пропускная способность, а для каждой 

вершины – величина находящегося в ней ресурса. В каждый момент 

дискретного времени ресурс каждой вершины перераспределяется между 

смежными с ней вершинами по определённым правилам.  

В работах [2-3] рассмотрены правила перераспределения ресурса 

между смежными вершинами и разработаны методы нахождения порогового 

значения в ресурсных сетях. Однако, для ресурсных сетей с ограничениями 

на достижимость (см. [6], [7]) задача поиска предельного распределения 

ресурса является более сложной, поскольку прохождение ресурса по 

некоторым путям в сети, существенно меняет правило для его распределения 

(см. [8 - 10]).  

Настоящая статья посвящена исследованию процессов распределения 

ресурса в эргодических и полуэргодических сетях с вентильной 

достижимостью. Основной задачей работы является разработка метода 

нахождения порогового значения и предельного состояния в ресурсной сети 
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с условием вентильной достижимости для произвольной величины 

суммарного ресурса.  

2 Эргодические ресурсные сети с вентильной достижимостью 

Приведем основные определения и понятия необходимые для 

дальнейшего изложения (см. [1-5], [7], [10], [11]). 

Определение 1. Ресурсной сетью называется ориентированная сеть 

),,( fUXG , для которой в каждый момент времени t ( 0≥ ) задана вектор-

функция ))(;);(((t) 1 tqtq n…=Q  ( || Xn = ). Здесь величина 0)( ≥tqi  [ ]Zn1;i∈∀  

называется количеством ресурса в вершине ix  в момент времени t, а (t)Q   – 

состоянием сети в момент времени t. 

Состояние (0)Q  называется начальным распределением ресурса в сети 

G, а следующие состояния сети определяются из соотношения 

  [ ] [ ]
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ii tuFtuFtqtq ),(),()()1( . [ ]Zn1;i∈∀ . (1) 

Величины ),( tuF  в соотношении (1) определяются по следующему правилу 

(полагаем здесь, что jx  – начальная  вершина дуги u ): 
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Определение 2. Состояние (t)Q  называется устойчивым, если 

выполняется "=+=+=+= )3()2()1((t) ttt QQQQ , а состояние );;( 1
∗∗∗ = nqq …Q  

называется асимптотически достижимым из состояния )0(Q , если для 

любого 0>ε  существует εt  такое, что для всех εtt >  ε<∗ (t)q-q ii , [ ]Zn1;i∈∀ . 

Определение 3. Состояние ∗Q  называется предельным, если оно либо 

устойчиво и за конечное число шагов получается из начального состояния 

)0(Q , либо асимптотически достижимо из начального состояния )0(Q . 
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Рассмотрим вопрос распределения ресурсов в эргодических (сильно 

связных) ресурсных сетях с вентильной достижимостью [6], [7]. 

Пусть эргодическая ресурсная сеть ),,( fUXG  такая, что 

kUUUU ∪∪∪= …10  при этом ∅=∪ ji UU  ( kji ≤<≤∀ 0 ). Путь μ  называется 

вентильно-накопительным путем порядка ( 1≥k ) длины ( Ν∈n ) на сети G , 

если к m дуг вентильного пути μ  содержалась хотя бы одна дуга множества 

jU , то следующая дуга пути обязана быть дугой множества 110 +∪∪∪ jUUU … . 

Сетью с вентильной достижимостью называется сеть, в которой 

допустимыми путями являются только вентильно-накопительные пути. 

Согласно [7], основной подход к решению задачи о вентильной 

достижимости состоит в построении вспомогательного графа ),,( fUXG ′′′′ , 

количество вершин которого больше, чем у исходной сети ),,( fUXG , но на 

котором нет ограничений на достижимость. При этом каждому пути на 

вспомогательном графе соответствует единственный вентильно-

накопительный путь на исходном (см. [6], [7]). 

Согласно указанному подходу, правила построения вспомогательной 

сети G′  для сети G  с условием вентильной достижимости имеют вид: 

каждой вершине x  сети G  ставится в соответствие 1+k  вершина 

{ }kxxx ,,, 10 …  на вспомогательной сети G′ . Каждой дуге lUyxuf ∈= ),()(  (l<k) 

исходной сети G  ставится в соответствие 1+− lk  дуга { }kll uuu ,,, 1 …+  на 

вспомогательной сети G′  такая, что ),()( 1+=′ lll yxuf , ),()( ililil yxuf +++ =′ ; а 

каждой дуге kUyxfu ∈= ),(  сети G  ставится в соответствие одну дугу ku  

такую, что ),()( kkk yxuf =′ . Пропускные способности дуг исходной сети G 

переносятся на соответствующие дуги вспомогательной сети G'. 

Множество дуг вспомогательной сети, соответствующих дуге u  на 

исходной сети будем обозначать через uA , а подмножества вершин вида 

{ } Xx
jx ∈  – j-тым уровнем вентильности. 
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Пример 1. Рассмотрим эргодическую сеть G  с вентильной 

достижимостью на рис.1, для которого дуги 1u , 2u , …, 10u  таковы, что 

),()( 211 xxuf = , ),()( 422 xxuf = , ),()( 343 xxuf = , ),()( 134 xxuf = , ),()( 545 xxuf = , 

),()( 456 xxuf = , ),()( 657 xxuf = , ),()( 768 xxuf = , ),()( 579 xxuf = , ),()( 7710 xxuf = . 

Положим 2=k , { }98743210 ,,,,,, uuuuuuuU = , { }101 uU = , { }652 ,uuU = . Согласно, 

методу построения вспомогательной сети (см. [6], [7]), построим сеть G′  (см. 

рис.1.) 

  
Рис. 1. Сеть G  и соответствующая ей вспомогательная сеть G′ . 

Рассмотрим ресурсную сеть ),,( fUXG  с вентильной достижимостью 

и рассмотрим матрицу  
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где )(tq j
i  которой является величиной ресурса вершины i в момент времени t, 

имеющего j-й уровень вентильности. Не нарушая общности, будем полагать, 

что такая матрица определяет состояние не только на исходной сети G, но и 

на вспомогательной сети G'. Другими словами, распределение ресурса в сети 

с вентильной достижимостью мы будем моделировать при помощи 

вспомогательной сети. 

Рассмотрим правила распределения ресурса в сети с вентильной 

достижимостью. Поскольку каждой дуге u  исходной сети с пропускной 
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способность )(ur  соответствует множество дуг uA  на вспомогательной 

ресурсной сети, то, как и в случае классического потока в сетях с вентильной 

достижимостью (см., например, [6]), необходимо выполнение следующего 

условия: суммарный поток по дугам множества uA  не может превосходить 

величину )(ur . Таким образом, будем полагать, что распределение ресурса в 

сети G , с состоянием )(tQ′  происходит по правилу, аналогичному (1). 

Ресурсные потоки по дугам вспомогательной сети определяются следующим 

образом: 

рассмотрим дугу Uu ′∈′ , её пропускная способность равна )(ur ′ . Пусть 

дуга u′  соответствует дуге αUu∈ , ( k,,1,0 …=α ) исходной сети G. Тогда будем 

полагать, что величина потока, проходящего по данной дуге в момент 

времени t имеет вид: 
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где )(tqi
β  – количество ресурса вершины ))(( 1 ufpxi ′′= Dβ  в момент времени t , 

ni ,,1,0 …= , k,,1,0 …=β .  

Пример 2. Рассмотрим эргодическую ресурсную сеть G  примера 1 с 

пропускными способностями 2)()()()()( 97541 ===== ururururur , 

1)()( 62 == urur , 3)()( 83 == urur , 5)( 10 =ur . Пусть начальное состояние на 

вспомогательной сети G′  имеет вид: 
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тогда распределение ресурсов происходит следующим образом (значения 

представлены с точностью до третьего знака после запятой): 
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3 Нахождение порогового значения и предельного  

Пусть ),,( fUXG  – эргодическая ресурсная сеть с вентильной 

достижимостью. Отметим, что её вспомогательная сеть ),,( fUXG ′′′′  в общем 

случае состоит из множеств изолированных вершин, стоков и компонент 

связности jH . 

Заметим, что каждая изолированная вершина Xx ′∈�  вспомогательной 

сети в предельном состоянии имеет величину ресурса такую же, как и в 

начальном состоянии, т.е. )0(qq �� =∗ , где )0(q�  – количество ресурса в вершине 

x�  в момент времени 0=t , а ∗q�  – его величина в предельном состоянии. 

Каждый сток в предельном состоянии имеет величину ресурса равную 

суммарному ресурсу, приходящему в сток за некоторое конечное число 

шагов. 

Отметим что, каждая компонента jH  является связной подсетью 

вспомогательной сети G′ , порождённой множеством XX j ′⊂′ , состоящей, из 

нескольких (не менее одной) компонент сильной связности p
jH . 

Рассмотрим компоненту 0H  – компонента сильной связности, 

порождённая множеством вершин k-ого уровня вентильности 

вспомогательной сети G ′ . 

Отметим что, после конечного число тактов компонента 0H  собирает 

ресурс, суммарной величины 0W  ( WW ≤≤ 00 ), который в предельном 

состоянии будет распределяться только по её вершинам. Поскольку 
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компонента 0H  изоморфна G, значит, пороговое значение 0T  компоненты 0H  

является величиной порогового значения безT  исходной сети ),,( fUXG  без 

ограничения на достижимость. Величина безTT =0  компоненты 0H  может быть 

найдена применением метода, описанного в работе [12]. 

Рассмотрим вопрос о существовании единственного предельного 

состояния вспомогательной сети G ′ . Выделим три случая в зависимости от 

величины суммарного ресурса 0W , который будет распределяться между 

вершинами компоненты 0H  в предельном состоянии. 

Первый случай, если 00 TW ≥ . 

Поскольку каждой дуге lUu∈  исходной сети соответствует 

последовательность дуг lu , 1+lu , …, ku  на вспомогательной сети, и в любой 

момент времени t суммарная величина ресурсных потоков, проходящих по 

дугам lu , 1+lu , …, ku  не может превышать величины пропускной способности 

дуги u , значит, в предельном состоянии выполняется 

)()()()( 1 uruFuFuF kll ≤+++ ∗+∗∗ … . 

Отметим что, при условии 00 TW ≥  существует и единственно 

предельное состояние для отдельно взятой компоненты сильной связности 

0H  (см. [5], [11]) и допустим что, существует хотя бы одна компонента 

сильной связности H ′  нижних уровнях, не имеющая единственного 

предельного состояния. Это означает что, предельные потоки циркулируют в 

компоненте H ′  с некоторым периодом больше единицы. Отсюда получим 

что, предельные потоки и в компоненте 0H  должны циркулировать с тем же 

периодом, следовательно, в компоненте 0H  также не существует 

единственного предельного состояния. Получили противоречие. Таким 

образом, при условии 00 TW ≥  для всей вспомогательной сети существует 
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единственное предельное состояние при любых величинах суммарных 

ресурсов для всех компонент сильной связности нижних уровней. 

Второй случай, если 000 TW << . 

Для дальнейшего изложения введём отношение частичного порядка на 

множестве компонент сильной связности вспомогательной сети: 

Будем считать, что компонента сильной связности 0H  является 

компонентой нулевого порядка. Далее удаляем все вершины компоненты 0H , 

а также все вершины, из которых достижима компонента 0H . В результате 

получим подсеть вспомогательной сети G ′ , и для нее определяем все 

«верхние» компоненты сильной связности, назовем их компонентами 

первого порядка. И так далее. Продолжаем процесс до тех пор, пока не будут 

удалены все вершины вспомогательной сети. 

Отметим, что после конечного число тактов каждая компонента 

сильной связности H  вспомогательной сети G ′  собирает величину 

суммарного ресурса WHW ≤≤ )(0 , которую будет распределяться на нее в 

предельном состоянии, а нахождение порогового значения )(HT  компоненты 

H  может быть найдено как в работах [11] и [12]. 

Определения 4. Две компоненты сильной связности iH  и jH  

вспомогательной сети G' будем называть связанными, если на них 

существуют хотя бы две дуги iHu ∈1  и jHu ∈2 , которые соответствуют 

одной дуге исходной сети. 

Введём в рассмотрение множество )(Hψ  – множество компонент, 

следующего порядка, связанных с компонентой H . 

Определим величину )(~
00 HWW θ+= , где 
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здесь )(HT ′  и )(HW ′  – соответственно пороговое значение и суммарная 

величина ресурса для компоненты H ′ . 

Для величин W~  и 0T  в сети с вентильной достижимостью возможны 

следующие ситуации: 

- если 0
~ TW ≥ , то предельное состояние на вспомогательной сети 

существует и единственно (см. [5], [8], [11]), при этом для 0
~ TW >  предельное 

состояние существует, и оно не зависит от начального состояния в том и 

только в том случае, когда на каждой компоненте сильной связности 

вспомогательной сети существует единственный потенциальный аттрактор. 

В противном случае распределение ресурса сверх порогового значения 0
~ TW −  

зависит от начального состояния на каждой компоненте сильной связности. 

В предельном состоянии каждая неаттрактивная вершина имеет величину 

ресурса, равную сумме входящих пропускных способностей, а аттрактивные 

вершины собирают все «лишние» ресурсы в данной компоненте сильной 

связности; 

- если 0
~ TW < , то существование единственного предельного состояния 

на вспомогательной сети зависит от начального состояния (см. [1], [11]). 

Третий случай, если 00 =W . 

В данном случае удаляем все вершины компоненты нулевого порядка 

0H , а также все вершины, из которых достижима компонента 0H , и разобьем 

вспомогательную сеть на несколько частей относительно компонент первого 

порядка. Вопрос существования единственного предельного состояния будем 

исследовать по только что описанным правилам для каждой такой части в 

отдельности. 
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