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Расчет напряженно-деформированного состояния основания в 

области карстового провала 
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Московский государственный строительный университет, Москва 
Аннотация: в статье приводится решение задачи о напряженно-деформированном 
состоянии основания в области карстового провала. Рассматривается задача в линейной 
постановке для слоя ограниченной мощности, ослабленного цилиндрическим вырезом. 
Решение получено в полиномах на основе применения функций напряжений Соляника-
Красса, удовлетворяющих дифференциальному уравнению квазигармонического типа. 
Основная задача решалась на основе использования принципа суперпозиции. Проверка 
полученного решения проведена на основе сравнение компонентов тензора напряжений и 
перемещений с результатами численных решений. Рассматривались графики, 
построенные с помощью математического комплекса Mathcad и программного комплекса 
Plaxis. Их анализ показал хорошую сходимость результатов. 
Ключевые слова: карст, цилиндрическая полость, напряжения, перемещения, изополя, 
линейная постановка, смешанная задача. 

1. Введение 
Вопросы проектирования фундаментов зданий и сооружений в зонах 

карстово-суффозионной опасности приобретают особую важность в связи со 

значительным увеличением количества опасных явлений, связанных с 

оседаниями и провалами дневной поверхности земли [1-4]. Критический 

анализ геологических условий площадки строительства и предупреждение 

подобных проявлений является важнейшей задачей геомеханики. Для ее 

решения необходимо рассмотрение задач, представленных в данной статье. 

2. Постановка задачи 

Гибкая нагрузка интенсивностью  приложена к невесомому слою 

мощностью ܪ с деформационными характеристиками грунта ܧ, и ߥ. Слой 

ослаблен цилиндрической полостью диаметром 2ܾ, распространяющейся на 

всю глубину ܪ. Снизу слой имеет ограничение перемещений в вертикальном 

направлении. 

Толщина слоя ܪ выбирается исходя из инженерно-геологических условий 

площадки строительства и соответствует мощности пород, перекрывающих 
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карстующие породы. Диаметр провала 2ܾ согласно п.6.12.12 

(СП 22.13330.2016) принимается по результатам расчета. 

Расчетная схема задачи представлена на Рис.1. 

 
Рис.1 Основная расчетная схема 

Граничные условия – следующие (1): 

߬௭ሺݎ, 0ሻ ൌ 0
,ݎ௭ሺߪ 0ሻ ൌ 

ൠ при ቄܾ  ݎ ൏ ∞
ݖ ൌ 0  

,ሺܾߪ ሻݖ ൌ 0
߬௭ሺܾ, ሻݖ ൌ 0ൠ  при ቄ ݎ ൌ ܾ

0  ݖ   ܪ

,ݎሺݓ ሻܪ ൌ 0 при ቄܾ  ݎ ൏ ∞
ݖ ൌ ܪ  

(1)

Данная задача является смешанной [5-7], так как представлены как 

статические граничные условия (напряжения на верхней горизонтальной и 

цилиндрической поверхностях), так и кинематические граничные условия 

(отсутствие вертикальных перемещений по нижней горизонтальной 

поверхности слоя). 
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С точки зрения удобства, решение задачи можно представить в виде 

линейной комбинации двух вспомогательных задач по следующим схемам 

(Рис.2). 

 
Рис.2. Схемы для вспомогательных задач 

Ниже приводится решений этих задач 

3. Первая вспомогательная задача 

Сплошной линейно-упругий слой мощностью ܪ, нагружен гибкой 

равномерно распределенной нагрузкой интенсивностью  по его верхней 

поверхности (Рис.3). 

 
Рис.3 Расчетная схема сплошного слоя 

Граничные условия для первой задачи представлены в виде (2): 

߬௭ሺݎ, 0ሻ ൌ 0
,ݎ௭ሺߪ 0ሻ ൌ 

ൠ при ቄ0  ݎ ൏ ∞
ݖ ൌ 0  

,ݎሺݓ ሻܪ ൌ 0 при ቄ0  ݎ ൏ ∞
ݖ ൌ ܪ  

(2)
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Решение данной задачи о напряженно-деформированном состоянии слоя 

можно получить достаточно просто без привлечения аппарата 

математической физики. 

Вертикальные напряжения ߪ௭ не являются функцией координат и принимают 

постоянное значение . Принимая во внимание отсутствие радиальных 

деформаций ߝ ൌ 0 и равенство боковых напряжений ߪ ൌ  ఝ, получаемߪ

значение боковых напряжений из физического уравнения [8] (Закон Гука), (3): 

ߝ ൌ
1
ܧ

ߪൣ െ ௭ߪ൫ߥ  ఝ൯൧ߪ ൌ 0 ՜ ߪ ൌ ఝߪ ൌ
ߥ

1 െ ߥ
  (3)

Вертикальные деформации определяем по формуле (4): 

௭ߝ ൌ
1
ܧ

௭ߪൣ െ ߪ൫ߥ  ఝ൯൧ߪ ൌ
௭ߪ

ܧ
ቆ1 െ

ଶߥ2

1 െ ߥ
ቇ ൌ ߚ



ܧ
 (4) 

Интегрируя выражение для вертикальных деформаций по z, получаем 

уравнение для вертикальных перемещений (5): 

ሻݖሺݓ ൌ න ௭ߝ ݖ݀ ൌ ݓ 
ߚݖ

ܧ
 (5) 

Из кинематических граничных условий ݓ|௭ୀு находим постоянную 

интегрирования ݓ и окончательное выражение для вертикальных 

перемещений (6): 

ሻݖሺݓ ൌ
ሺܪ െ ߚሻݖ

ܧ
 (6) 
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Таким образом, первая задача решена - найдены все 15 компонентов НДС (7): 

௭ߪ ൌ , ߪ ൌ ఝߪ ൌ
ߥ

1 െ ߥ
,

߬ఝ ൌ ߬௭ ൌ ߬ఝ௭ ൌ 0,

௭ߝ ൌ ߚ


ܧ
, ߝ      ൌ ఝߝ ൌ 0,

ఝߛ ൌ ఝ௭ߛ ൌ ௭ߛ ൌ 0,

ݓ ൌ
ሺܪ െ ߚሻݖ

ܧ
, ݒ ൌ ݑ ൌ 0

 (7) 

4. Вторая вспомогательная задача 

Слой мощностью ܪ с вырезом диаметром 2ܾ, нагружен по цилиндрической 

поверхности нагрузкой ݂ሺݖሻ, значение которой определяется из решения 

первой вспомогательной задачи и составляет: 

݂ሺݖሻ ൌ
ߥ

1 െ ߥ
  (8)

Расчетная схема к данной задаче приведена на Рис.4. 

 
Рис.4 Расчетная схема слоя с цилиндрическим вырезом 

Граничные условия для второй вспомогательной задачи имеют вид (9): 

߬௭ሺݎ, 0ሻ ൌ 0
,ݎ௭ሺߪ 0ሻ ൌ 0 ൠ при ቄܾ  ݎ ൏ ∞

ݖ ൌ െ݄  

,ሺܾߪ ሻݖ ൌ ݂ሺݖሻ
߬௭ሺܾ, ሻݖ ൌ 0 ൠ при ቄ ݎ ൌ ܾ

െ݄  ݖ  ݄ 

(9) 
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,ݎሺݓ ሻܪ ൌ 0 при ቄܾ  ݎ ൏ ∞
ݖ ൌ ݄  

Решение задачи можно получить на основе применения функций 

напряжений, полученных для пространственных осесимметричных задач 

Соляником-Красса [9]. Для решения используется квазигармоническое 

уравнение вида (10): 

߲ଶ݂
ଶݎ߲ െ

1
ݎ

߲݂
ݎ߲


߲ଶ݂
ଶݖ߲ ൌ 0 (10) 

Задаемся двумя базовыми функциями напряжений ߠ и ߰, которые 

удовлетворяют уравнению (10). С их помощью получаем формулы для 

напряжений и перемещений (11): 

௭ߪ ൌ െ
1
ݎ

߲Ф
ݎ߲

ߪ ൌ
1
ݎ

߲Ф
ݎ߲

െ ߗ

߬௭ ൌ
1
ݎ

߲Ф
ݖ߲

ݑ ൌ
1

ݎܩ2
ሾФ  2ሺ1 െ ሿߠሻߥ

ݓ߲
ݖ߲

ൌ െ
1

ݎܩ2
߲

ݎ߲
ሾФ  ሿߠߥ2

ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

 (11) 

где 

Ф ൌ ߰  ݖ
ߠ߲
ݖ߲

или Ф ൌ ߰ െ ݎ
ߠ߲
ݎ߲

ߗ ൌ
Ф  2ሺ1 െ ߠሻߥ

ଶݎ െ
2
ݎ

ߠ߲
ݎ߲

ൢ (12) 

Граничные условия для функции напряжений Ф следующие (13): 

߲Ф
ݖ߲

ൌ ௭ݎ
߲Ф
ݎ߲

ൌ ߗሺݎ   ሻ (13)

Наибольшей популярностью при решении квазигармонического уравнения 

(10) пользуются решения, полученные в полиномах и цилиндрических 
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функциях. Первые используются при решении относительно простых задач, 

когда нагружение тел вращения происходит по степенному закону. Решения 

в цилиндрических функциях используются для более сложного класса задач, 

например, когда нагрузка приложена локально в определенной области. 

В рамках второй вспомогательной задачи граничные условия заданы 

достаточно просто, поэтому следует использовать решение в полиномах [10]. 

С учетом граничных условий и геометрии тела в качестве базовых функции 

напряжений ߠ и ߰ принимаем следующие функции (14): 

߰ሺݎ, ሻݖ ൌ ଶݎܣ  ܤ
,ݎሺߠ ሻݖ ൌ ଶݎܥ  ܦ

ൠ (14)

и соответствующие им Ф и (15) ߗ: 

Ф ൌ ଶݎܣ  ܤ

ߗ ൌ ܣ െ 2ሺ1  ܥሻߥ 
1
ଶݎ ሾܤ  2ሺ1 െ ሿൡ (15)ܦሻߥ

Составляющие тензора напряжений и перемещений представлены 

следующими выражениями (16): 
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௭ߪ ൌ െ
1
ݎ

߲Ф
ݎ߲

ൌ െ2ܣ 

ߪ ൌ
1
ݎ

߲Ф
ݎ߲

െ ߗ ൌ ܣ  2ሺ1  ܥሻߥ െ
1
ଶݎ ሾܤ  2ሺ1 െ  ሿܦሻߥ

߬௭ ൌ
1
ݎ

߲Ф
ݖ߲

ൌ
1
ݎ

߲
ݖ߲

ሺݎܣଶ  ሻܤ ൌ 0 

ݑ ൌ
1

ݎܩ2
ሾФ  2ሺ1 െ ሿߠሻߥ ൌ

1
ݎܩ2

ሾݎܣଶ  ܤ  2ሺ1 െ ଶݎܥሻሺߥ   ሻሿܦ

ݓ߲
ݖ߲

ൌ െ
1

ݎܩ2
߲

ݎ߲
ሾФ  ሿߠߥ2 ൌ െ

1
ݎܩ2

ሾ2ݎܣ   ሿݎܥߥ4

(16)

Постоянные интегрирования ܥ ,ܤ ,ܣ и ܦ определяются из граничных условий 

рассматриваемой задачи (9). 

Также следует отметить, что на цилиндрической поверхности (ݎ ൌ ܾ) 

функция напряжений Ф ൌ 0, т.к. ௭ ൌ 0. В таком случае, получаем еще одно 

выражение для определения постоянных интегрирования (17): 

Ф|ୀ ൌ 2ܾܣ  ܤ ൌ 0 (17) 

Выполнив граничные условия на верхней плоскости (z ൌ 0), получаем 

следующие выражения (18): 

௭|௭ୀߪ ൌ െ2ܣ ൌ 0 ՜ ܣ ൌ 0 

Ф|ୀ ൌ 2ܾܣ  ܤ ൌ 0 ՜ ܤ ൌ 0 
(18)

Важно учесть стремление к нулю компонентов тензора напряжений при 

бесконечном возрастании координат. Тогда, рассмотрев выражение для 

радиальных напряжений ߪ, получаем еще одну постоянную интегрирования 

(19): 
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ߪ ՜ 0 при ݎ ՜ ∞ 

|՜ஶߪ ൌ 2ሺ1  ܥሻߥ െ
2ሺ1 െ ܦሻߥ

ଶݎ ൌ 0 ՜ ܥ ൌ 0 
(19)

Постоянную интегрирования ܦ определяем из граничных условий на 

цилиндрической поверхности (ݎ ൌ ܾ): 

ߪ ՜ 0 при ݎ ՜ ∞ 

|ୀߪ ൌ െ
2ሺ1 െ ܦሻߥ

ܾଶ ൌ
ߥ

1 െ ߥ
 ՜ ܦ ൌ െ

ܾଶߥ

2ሺ1 െ  ሻଶߥ
(20) 

С помощью несложных математических преобразований все постоянные 

интегрирования определены. Таким образом, искомые выражения для 

компонентов тензора напряжений и перемещений принимают следующий 

вид (21): 

௭ߪ ൌ 0, ߪ ൌ
ߥ

ሺ1 െ ሻߥ ൬
ܾ
ݎ

൰
ଶ

, 

߬௭ ൌ ݑ    ,0 ൌ
ܾଶߥ

ሺ1ܩݎ2 െ ሻߥ , ݓ ൌ 0 

(21) 

5. Использование принципа суперпозиции для полученных 

решений 

Решение основной задачи получаем линейной комбинацией полученных 

решений. Компоненты тензора напряжений и перемещений приведены ниже 

(22): 

௭ߪ ൌ , ߪ ൌ
ߥ

ሺ1 െ ሻߥ ቈ1 െ ൬
ܾ
ݎ

൰
ଶ

 , ఝߪ ൌ
ߥ

ሺ1 െ ሻߥ ቈ1  ൬
ܾ
ݎ

൰
ଶ

 (22)
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ݓ ൌ
ሺܪ െ ߚሻݖ

ܧ
, ݑ ൌ െ

ܾଶߥ

ሺ1ܩݎ2 െ  ሻߥ

Для проверки полученного решения проведено сравнение компонентов 

тензора напряжений и перемещений с результатами численных решений. 

Сравнению подлежат графики, построенные с помощью математического 

комплекса Mathcad и программного комплекса Plaxis. 

Заданные параметры для решения задачи: 

− модуль деформации слоя ܧ ൌ 20 МПа; 

− коэффициент Пуассона ߥ ൌ 0,3; 

− мощность слоя ܪ ൌ 10 м; 

− радиус цилиндрической полости ܾ ൌ 5 м; 

− нагрузка  ൌ 100 кПа. 

Значения радиальных напряжений ߪ, полученные по выведенным 

формулам, представлены на Рис.5; где Рис.5 (а) – результаты расчетов в 

программе Mathcad, а Рис.5 (б) – в программе Plaxis. 

(а) 
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(б) 
Рис.5 Изополя радиальных напряжений ߪ 

Значения тангенсальных напряжений ߪఝ, полученные в Mathcad, приведены 

ниже на Рис.6 (а), а значения, полученные в Plaxis – на Рис.6 (б). 

 
(а) 
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(б) 
Рис.6 Изополя тангенсальных напряжений ߪఝ 

Значения вертикальных перемещений ݓ, полученные в Mathcad и Plaxis 

представлены соответственно на Рис.7 (а) и Рис.7 (б). 

 
(а) 
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(б) 
Рис.7 Изополя вертикальных перемещений ݓ 

Значения радиальных перемещений ݓ, представлены соответственно на 

рис. 8(а) и 8 (б). 

 
(а) 
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(б) 
Рис.8 Изополя радиальных перемещений ݑ 

Хорошая сходимость результатов расчета говорит о правильности 

полученных решений. Существенно отметить, что значения для 

перемещений (ݓ и ݑ) получены в линейной постановке смешанной задачи 

теории упругости. Учет других особенностей работы грунтового основания: 

нелинейной деформируемости грунтов и, что важно, различного 

сопротивления сдвиговым и объемным деформациям является актуальным 

продолжением данной работы. 
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